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Анотацiї

Захаров Дмитро Олегович. Застосування мереж Колмогорова-

Арнольда до задач комп’ютерного зору. Нещодавнi дослiдження по-

казали, що окрiм класичної парадигми побудови нейронних мереж за допо-

могою мультишарових перцептронiв (MLP), iснує iнша перспективна пара-

дигма, що базується на теоремi Колмогорова-Арнольда. Проте, бiльшiсть

сучасних дослiджень над Kolmogorov Arnold Networks (KAN) зосередженi

на плоских нейронних мережах i дослiджують їх застосування до вельми

теоретичних задач. В цiй роботi ми спробуємо розширити цю iдею на кон-

волюцiйнi нейроннi мережi (CNN) та продемонструвати, що KAN можуть

бути використанi для розв’язання задач комп’ютерного зору. Для цього, ми

спочатку фундаментально опишемо та продемонструємо принципову рiзни-

цю парадигми KAN вiд класичних MLP, опишемо конструкцiю конволю-

цiйного шару KAN, обговоримо теоретичну перевагу такої конструкцiї, а в

кiнцi проведемо експеримент над вiдомим набором даних MNIST. Отрима-

на точнiсть у 87.8% показує перспективнiсть використання KAN для задач

комп’ютерного зору.

Ключовi слова: нейроннi мережi, теорема Колмогорова-Арнольда,

комп’ютерний зiр.

Dmytro Zakharov. Applications of Kolmogorov-Arnold Convoluti-

onal Neural Networks to Computer Vision problems. Recent studi-

es have shown that in addition to the classical paradigm of building neural

networks using multilayer perceptrons (MLPs), there is another promising

paradigm based on the Kolmogorov-Arnold theorem. However, most of the
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current research on Kolmogorov Arnold Networks (KANs) focuses on flat neural

networks and explores their application to highly theoretical problems. In this

work, we try to extend this idea to convolutional neural networks (CNNs) and

demonstrate that KANs can be used to solve computer vision problems. To

achieve this, we first fundamentally describe and demonstrate the principal di-

fferences between the KAN and classical MLP paradigms, describe the design

of the KAN convolutional layer, discuss the theoretical advantage of such a

design, and finally conduct an experiment on the well-known MNIST dataset.

The obtained accuracy of 87.8% shows the potential of using KAN for computer

vision tasks.

Keywords: neural networks, Kolmogorov-Arnold theorem, computer visi-

on.
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Вступ

Без всяких сумнiвiв, нейроннi мережi є одними з найбiльш популярних

iнструментiв машинного навчання для пошуку складних залежностей. Во-

ни використовуються в безлiчi рiзних областей, таких як комп’ютерний

зiр [Wan+24], обробка природних мов [Qin+24] та бiометричних данних

[Min+23], розробка рекомендацiйних систем [Li+24], генерацiї зображень

[ITD23] тощо. Нашi нещодавнi дослiдження [ZKF24; Kuz+24; KZF24] дода-

тково пiдтвердили високу ефективнiсть нейронних мереж у задачах кiбер-

безпеки та систем захисту бiометричних даних. Що уж там, мабуть кожна

людина чула або використовувала новiтнi розробки OpenAI — архiтектуру

GPT-3 (Generative Pre-trained Transformer) [Bro20] або Open AI o1, що вже

навiть здатна розв’язувати задачi з мiжнародної олiмпiади з математики

або аналiзувати складнi науковi тексти.

Проте, незважаючи на таку кiлькiсть рiзноманiтних дослiджень, бiль-

шiсть з них зводиться до доволi типiчного алгоритму (звичайно, з варiацi-

ями в залежностi вiд конкретної задачi):

1. Визначення типу задачi (класифiкацiя, регресiя, сегментацiя, тощо).

2. Пiдбiр набору даних (далi, скорочено — датасет).

3. Вибiр архiтектури моделi, функцiї втрати та метрик якостi.

4. Тренування та корегування параметрiв моделi для максимiзацiї ме-

трики якостi.

5. Аналiз результатiв.

Проте, протягом цього процесу, ми зазвичай пропускаємо одне доволi

фундаментальне питання: а чому, взагалi кажучи, обранi архiтектури ней-
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ронних мереж здатнi вирiшувати такi задачi? Звичайно, що для практи-

чних задач це питання часто не принципове: якщо воно працює i працює

добре, то цього бiльш, нiж достатньо1.

Саме тому ми присвятили цю роботу опису фундаменту нейронних ме-

реж та, в певнiй мiрi, формалiзацiї процесу навчання: що саме розв’язують

нейроннi мережi, чому вони (теоретично) здатнi апроксимувати важливi

для нас залежностi i як на практицi реалiзувати процес пiдбору параме-

трiв моделi.

1Тим не менш, в сучасних роботах iнодi трапляється спроба пояснити, чому описана методологiя
може теоретично дати, скажiмо, мiнiмум для певної метрики, як це було зроблено в оригiнальному
описi генеративних адверсальних мереж (Generative Adversarial Networks) [Goo+14]



Роздiл 1

Задачi машинного навчання

1.1. Що таке модель?

Насправдi, чiтко поставити задачу сучасної теорiї машинного навчан-

ня одним визначенням дуже складно. Це пов’язано з тим, що пiдхiд до

розв’язку задачi дуже залежить вiд того, що ми очiкуємо вiд так званої

моделi машинного навчання. Що ж ми розумiємо пiд термiном “модель”?

Найчастiше, на вхiд подається певний набiр данних D. Це можуть бу-

ти картинки разом з маркуванням, що зображено. Можуть бути текстовi

даннi, чисельнi даннi, аудiо- або вiдео-записи, результати вимiрювань на

сенсорних пристроях, тощо. Маючи цей набiр даних, ми часто хочемо зро-

зумiти певнi закономiрностi в цих даних. Функцiю, що приймає вхiднi данi

з iнформацiєю про об’єкт i повертає вихiднi данi, якi мiстять певну законо-

мiрнiсть, називають моделлю. Цю закономiрнiсть, що подається на вихiд,

часто називають передбаченням. Далi наведемо кiлька нетривiльних при-

кладiв з задач машинного навчання.

Приклад 1.1 (Класифiкацiя цифр). Будь-яке сiро-бiле зображення X

розмiру W × H пiкселiв можна розглядати як матрицю X ∈ RW×H , де

кожен елемент матрицi Xi,j — це значення яскравостi вiдповiдного пiкселя

на позицiї (i, j) (наприклад, значення 0 може позначати чорний колiр, 1 —

бiлий, а значення промiж — степiнь сiростi)1.
1Iнодi таку множину явно записують як [0, 1]W×H , щоб пiдкреслити, що значення нормалiзованi

на вiдрiзок [0, 1]. Тим не менш, використовуємо позначення RW×H , оскiльки оптимальна нормалiзацiя
данних залежить вiд обраної методологiї
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Рис. 1.1: Приклад класифiкацiї цифр. Маючи зображення X ∈ RW×H , на-
ша функцiя дає дискретне передбачення f(X) ∈ {0, . . . , 9} — цифра, яка
зображена на зображеннi X.

Нехай нам наданий набiр D = {(Xn, yn)}1≤n≤N — пари “зображення-

цифра”, де yn ∈ {0, . . . , 9}. Наша цiль — побудувати так звану класифiка-

цiйну модель f : RW×H → {0, . . . , 9}, яка буде приймати на вхiд зобра-

ження X та видавати цифру f(X), що зображена. Приклад зображено на

Рисунку 1.1 на базi набору данних MNIST [Den12].

Приклад 1.2 (Розпiзнавання дрону). Нехай наша задача: це розпiзнати

розташування дронiв на кадрi вiдео. Нехай в нас кольорове зображення

розмiру W×H. Тодi зображення X береться з множини RW×H×3, де замiсть

яскравостi пiкселя маємо тривимiрний вектор (r, g, b) ∈ R3 — колiр пiкселя

(iнтенсивнiсть червоного, зеленого та синього каналiв, вiдповiдно).

Подiлимо наше зображення на сiтку розмiру nW × nH . Тодi в якостi

моделi можна взяти функцiю f : RW×H×3 → RnW×nH , що видає матрицю

{p(Si,j|X)}1≤i≤nW , 1≤j≤nH
, де Si,j — подiя “в клiтинцi (i, j) сiтки знаходиться

дрон”. Ця модель вiзуально проiлюстрована на Рис. 1.2. Вiдмiтимо, що iдея

описаної конструкцiї частково використовується в архiтектурi YOLO (You

Look Only Once) [Red+16] — однiй з найпопулярнiших архiтектур для роз-



10

f1,5(X) ≊ 0.02

f3,4(X) ≊ 0.40

Рис. 1.2: Приклад розпiзнавання дронiв. Маючи зображення X ∈ RW×H×3,
наша функцiя дає ймовiрнiсть того, що на кожному сегментi зображення
знаходиться дрон. Чим теплiше кольори, тим вища ймовiрнiсть.

пiзнавання об’єктiв на зображеннях.

Зауваження 1.3. Звернiть увагу, що в обох прикладах вище модель f

видає дискретне або неперервне передбачення. Це може бути класифiкацiя,

регресiя, сегментацiя, тощо. Це залежить вiд задачi, що ми розв’язуємо.

1.2. Параметризацiя моделей

Проте, як саме ми будуємо моделi? Iншими словами, як обрати функцiю

f? Зазвичай, ми маємо задати певне сiмейство функцiй F , помiж яких ми

шукаємо “найкращу”2 функцiю. Наприклад, це може бути сiмейство лiнiй-

них/квадратичних функцiй або функцiй вигляду f(x) = (θ1x
2, θ2x). Зви-

чайно, оскiльки алгоритм пошуку f має бути заданий програмно, то ми не

можемо покласти в якостi F , скажiмо, просто L2(R), бо тодi не зрозумiло,

як саме задати алгоритм пошуку f . Саме тому, для практичних застосу-

вань, ми параметризуємо функцiї набором параметрiв θ ∈ Θ ⊂ Rm. Таким

чином, наша модель має вигляд f(x|θ), де параметри θ можна змiнювати,
2Що таке “найкраща” функцiя, ми обговоримо пiзнiше.
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щоб зробити модель точною.

Приклад 1.4 (Лiнiйна Регресiя). Одна з класичних та найбiльш вi-

домих моделей — це лiнiйна регресiя. Нехай маємо набiр даних D =

{(xn, yn)}1≤n≤N ⊂ Rm × R i ми вважаємо, що залежнiсть мiж xn та yn

лiнiйна. Iншими словами, ми введемо модель f(x|θ) = w⊤x + β, де θ =

(w, β) ∈ Rm+1 — вектор параметрiв.

В цiлому, саме так дуже часто вводиться модель лiнiйної регресiї. Проте,

часто в лiтературi можна зустрiти у якостi моделi розподiл величини y:

p(y|x,θ) = N (y|w⊤x+ β, σ2), (1.1)

де θ = (w, β, σ2) — вектор параметрiв, а N (y|µ, σ2) — щiльнiсть нормаль-

ного розподiлу. Така альтернатива дозволяє ввести бiльш гнучку модель,

яка може давати степiнь впевненостi у своїх передбаченнях.

Зауваження 1.5. Приклад вище легко узагальнити для випадку, коли

вихiд y ∈ Rr — вектор. В такому випадку, моделлю є передбачення насту-

пного розподiлу:

p(y|x,θ) =
r∏

i=1

N (yi|w⊤i x+ βi, σ
2
i ), wi ∈ Rm, βi, σi ∈ R (1.2)

Отже, нехай ми вибрали параметризацiю моделi. Як тепер обрати най-

кращi параметри? Тут, наскiльки б це не звучало банально, але знову все

залежить вiд того, що ми очiкуємо вiд моделi:

• Якщо наша модель має апроксимувати певну функцiю φ(x) на обме-

женiй множинi X ⊂ Rr, то ми можливо хочемо мiнiмiзувати L2(X , µ)

норму рiзницi:

θ̂ = argmin
θ∈Θ

∫
X
dµ(x) ∥f(x|θ)− φ(x)∥22
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• Можливо, ми хочемо максимiзувати функцiю правдоподiбностi:

θ̂ = argmax
θ∈Θ

N∏
n=1

p(yn|xn,θ)

• Якщо модель видає ймовiрнiстний розподiл над простором Ω ⊂ Rr,

то можливо ми хочемо мiнiмiзувати вiдстань Кульбака-Лейблера до

заданого розподiлу π(x):

θ̂ = argmin
θ∈Θ

DKL(f(x|θ)||π(x)) = argmin
θ∈Θ

∫
Ω

f(x|θ) log f(x|θ)
π(x)

dx

Приклад 1.6 (Розв’язок лiнiйної регресiї). Наприклад, нехай ми вирiшу-

ємо задачу лiнiйної регресiї для набору даних D = {(xn, yn)}1≤n≤N . Нехай

ми хочемо мiнiмiзовувати функцiю правдоподiбностi:

θ̂ = argmax
θ∈Θ

N∏
n=1

p(yn|xn,θ) = argmax
(w,β,σ2)

N∏
n=1

N (yn|w⊤xn + β, σ2) (1.3)

Можна довести, що якщо позначити X = [x1, . . . ,xN ] ∈ Rm×N — ма-

триця даних, а y = [y1, . . . , yN ] ∈ RN — вектор маркерiв, то розв’язок має

вигляд:

θ̂ = (XX⊤)−1Xy (1.4)

Проте, яку б ми теорiю не використовували i якi б параметризацiї моде-

лей не використовували, в кiнцi кiнцiв, перед нами постає наступна задача

оптимiзацiї, що розв’язується чисельно:

θ̂ = argmin
θ∈Θ

L(D|θ), (1.5)

де L(D|θ) — функцiя втрат, яка вiдображає, як добре модель з параметра-

ми θ апроксимує данi D. Зауважимо, що хоч, в iдеалi, ми хочемо отримати

вихiд як найближчий до “iстинного”, але в бiльшостi випадкiв, ми не зна-
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ємо “iстинного” вихiдного розподiлу. Тому, функцiя втрати, на практицi,

залежить вiд вхiдного набору данних D та вiд параметризацiї θ.

Отже, стає питання: а як обрати параметризацiю? Насправдi, саме в

цьому питаннi лежить бiльшiсть сучасних дослiджень у глибокому навчан-

нi: наприклад, у 1995 роцi, конволюцiйнi нейроннi мережi (Convolutional

Neural Networks — CNN) прийшли на замiну повнозв’язним нейронним ме-

режам [LB+95], а механiзм уваги (Attention) у 2017 став основою багатьох

NLP нейронних мереж [Vas17]. Щоб пiдкреслити важливiсть цього питан-

ня, наведемо приклад.

Приклад 1.7. Нехай ми хочемо апроксимувати залежнiсть y(x) для на-

бору D = {(xn, yn)}1≤n≤N , причому навiть знаючи вибiрку, ми не маємо

уяви, яка має бути залежнiсть y(x). За невiдомими причинами, нехай ми

вирiшили використати модель f(x|θ) =

(
1000∑
i=1

θi

)
x для вектору параметрiв

θ ∈ R1000. Хоча ця модель мiстить досить велику кiлькiсть параметрiв, во-

на не може апроксимувати жоднi залежностi окрiм лiнiйних. Отже навiть

якщо залежнiсть y вiд x квадратична, що є вiдносно простою залежнiстю,

модель не зможе її апроксимувати, незважаючи на велику кiлькiсть пара-

метрiв.

1.3. Основнi задачi машинного навчання

Отже, на практицi, ми хочемо мати якомога менше параметрiв, але при

цьому модель повинна бути достатньо гнучкою, щоб апроксимувати будь-

яку залежнiсть. Iншими словами, модель має апроксимувати якомога шир-

ший клас функцiй.

Таким чином, пiдсумуємо, перед якими проблемами стоїть дослiдник у

глибокому навчаннi. Ми видiлили три основнi проблеми, якi можна сфор-



14

мулювати наступним чином:

1. Проблема статистики/ймовiрностi/узагальнення: маючи лише

набiр данних D, не знаючи iстинного розподiлу чи функцiї, чи доста-

тньо добре функцiя втрати L вiдображає степiнь наближення моделi

до iстинної функцiї або розподiлу?

2. Проблема оптимiзацiї: маючи функцiю втрати L, наскiльки точно

i чи взагалi можливо знайти оптимальнi параметри θ для мiнiмiзацiї

функцiї втрати?

3. Проблема апроксимацiї: яка найкраща i чи взагалi iснує така пара-

метризацiя моделi, щоб вона була достатньо гнучкою, але при цьому

мала якнайменшу кiлькiсть параметрiв?3

В наступному пiдроздiлi ми розглянемо декiлька теорем, що дозволяють

вiдповiсти на третє запитання. Пiсля цього ми перейдемо до методологiї

другої проблеми, а саме, до методiв оптимiзацiї.

3Мала кiлькiсть параметрiв сприяє як i, очевидно, швидкостi навчання та дiставання передбачень,
так i робить модель менш схильною до перенавчання та проблем градiєнтiв (стосується проблеми
оптимiзацiї).



Роздiл 2

Теорiя Апроксимацiї

Приблизно на цьому етапi, бiльшiсть лiтератури з машинного та, зокре-

ма, глибокого навчання починається з фрази:

“Задамо багатошарову нейронну мережу з ⋆ шарами, де зв’язок

активацiй x⟨j⟩ та x⟨j+1⟩ задається рiвнянням

x⟨j+1⟩ = ϕ⟨j⟩(W ⟨j⟩x⟨j⟩ + β⟨j⟩)”

При цьому, зазвичай, не обгрунтовується (окрiм як базової iнтуїцiї) вибiр

саме такої формули для зв’язку мiж шарами. Ще рiдше, чому така архi-

тектура може апроксимувати широкий клас функцiй. Саме тому в цьому

пiдроздiлi ми пiдiйдемо до цього питання бiльш системно.

2.1. Апроксимацiя сiгмоїдальними функцiями: Тео-

рема Цибенко

2.1.1. Постановка задачi

Один з перших результатiв, що дозволяє вiдповiсти на питання про апро-

ксимацiю функцiй, був отриманий Цибенко в 1989 роцi у роботi [Cyb89].

Результати саме цiєї роботи лежать в основi побудови перших щiльних ша-

рiв у багатошарових нейронних мережах (Dense Layers): в певному виглядi,

ця робота мiстить одну з перших архiтектур, що дозволяють побудувати

модель класифiкацiї. Тому, в багатьох джерелах, теорема Цибенка отрима-

ла назву унiверсальної апроксимацiйної теореми (Universal Approximation

15
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Рис. 2.1: Графiки сiгмоїдальних функцiй σ(x|α) = 1/(1 + e−αx) для рiзних
параметрiв α.

Theorem). Спочатку, введемо основний клас функцiй, що буде в серцi нашої

теореми: сiгмоїдальнi функцiї.

Означення 2.1. Сiгмоїдальною функцiєю σ : R → R називається

функцiя, що задовольняє двом умовам:

lim
x→+∞

σ(x) = 1, lim
x→−∞

σ(x) = 0. (2.1)

Зауваження 2.2. На практицi сiгмоїдальну функцiю задають монотон-

ною, але для результатiв Цибенко це не обов’язково: див. [Cyb89].

Приклад 2.3. Найбiльш вiдомою сiгмоїдальною функцiєю є функцiя Ло-

гiстичної регресiї:

σ(x|α) = 1

1 + e−αx
, α > 0. (2.2)

Її зручнiсть полягає у неперервностi, диференцiйовностi та зручностi

обчислення похiдної, оскiльки σ′ = ασ(1 − σ). Графiки цiєї функцiї для

рiзних параметрiв α наведенi на Рис. 2.1.

Робота Цибенко присвячена на той час широкозастосованiй апроксимацiї
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функцiї f : Rm → R за допомогою наступної суми (дивись [Lip87]):

f̂(x) =
n∑

j=1

αjσ(w
⊤
j x+ βj), wj ∈ Rm, αj, βj ∈ R. (2.3)

Таким чином, ми маємо вiдносно просту параметризацiю, що складає-

ться з O(mn) параметрiв.

2.1.2. Узгодження з сучасною термiнологiєю

Бiльш того, цю архiтектуру достатньо легко описати на сучаснiй термi-

нологiї нейронних мереж: розглянемо модель з Рис. 2.2. Дiаграму читаємо

наступним чином: кожен нейрон (коло) вiдповiдає певному дiйсному зна-

ченню з R. Вхiдний шар має m нейронiв, що вiдповiдають вхiдному вектору

x ∈ Rm. Наступний крок — це обрахунок n виразiв Σj ← w⊤j x+βj для 1 ≤

j ≤ n. Цi вирази подаються на вхiд сiгмоїдальнiй функцiї σ, що називають

активацiйною функцiєю, що видає значення прихованого шару zj = σ(Σj).

Нарештi, вихiдний шар це просто лiнiйна комбiнацiя значень прихованого

шару з вагами αj
1:

f̂(x) =
n∑

j=1

αjzj =
n∑

j=1

αjσ(w
⊤
j x+ βj).

Альтернативно, “на сучасний лад” зараз цю формулу бiльшiсть дослi-

дникiв записали б в наступному виглядi:

f̂(x) = α⊤σ(Wx+ β),

де α ∈ Rn — вектор ваг прихованого шару, W ∈ Rm×n — матриця ваг, а

β ∈ Rn — вектор зсувiв (biases).

Зауваження 2.4. Тут i далi запис σ(z) для вектору z ∈ Rn розумiємо як
1Зараз такий б перехiд на вихiдний шар би назвали звичайним шаром без активацiйної функцiї
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Рис. 2.2: Архiтектура нейронної мережi з оригiнальної роботи Цибенко
[Cyb89] для випадку m = 3, n = 5. Стрiлочки позначають передачу значе-
ння з вiдповiдною вагою.

вектор (σ(z1), . . . , σ(zn)) ∈ Rn.

2.1.3. Теореми Цибенко

Нехай Qm = [0, 1]m є m-вимiрним одиничним гiперкубом. Простiр непе-

рервних функцiй f : Qm → R на Qm позначимо як C(Qm) i введемо норму

функцiї f ∈ C(Qm) як:

∥f∥Qm
= sup

x∈Qm

|f(x)|.

Один з головних результатiв, отриманих Цибенко, наступний:

Теорема 2.5. Нехай σ будь-яка неперервна сiгмоїдальна функцiя. Суми

вигляду f̂(x) =
n∑

j=1

αjσ(w
⊤
j x+βj) є щiльними у C(Qm) та L1(Qm). Iншими

словами, для будь-якої функцiї f ∈ C(Qm) та ε > 0, iснує сума f̂(x) така,

що:

(А) |f̂(x)− f(x)| < ε для всiх x ∈ Qm.

(Б)
∫
Qm

|f̂(x)− f(x)|dx < ε.
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Дуже просто цю теорему можна пояснити наступним чином: для будь-

якої неперервної на Qm функцiї f знайдеться параметризацiя нейрон-

ної мережi, що дозволить апроксимувати за допомогою f̂ цю функцiю

з довiльною точнiстю. Зауважимо, що це теорема про iснування i вона

не є конструктивною: вона не дає алгоритму, який знаходить параметри

{αj,wj, βj}1≤j≤n для довiльної функцiї f i навiть не показує, чи можна їх

знайти за допомогою алгоритмiв оптимiзацiї.

Окрiм доведення теореми про апроксимацiю, Цибенко також показав,

що задана сума f̂ може апроксимувати класифiкатор наQm з довiльною то-

чнiстю. Бiльш конкретно, нехай P0, . . . ,PC−1 — розбиття Qm на C пiдмно-

жин (що називають класами). Нехай маємо функцiю f : Qm → {0, . . . , C−

1}, що задана за наступним правилом:

f(x) = j ⇐⇒ x ∈ Pj.

Ця функцiя, вочевидь, не є неперервною на Qm, тому Теорему 2.5 за-

стосувати не можна. Проте, можна показати, що i цю функцiю ми можемо

апроксимувати за допомогою суми f̂ з довiльною точнiстю. Це дозволяє

використовувати нейроннi мережi для класифiкацiї даних. Розглянемо на-

ступну теорему.

Теорема 2.6. Нехай σ будь-яка неперервна сiгмоїдальна функцiя i фун-

кцiя f задана як вище. Тодi для будь-якої такої функцiї iснує сума

f̂(x) =
n∑

j=1

αjσ(w
⊤
j x+ βj)

та множина D ⊆ Qm така, що мiра µ(D) ≥ 1 − ε та |f̂(x) − f(x)| < ε для

всiх x ∈ D.

На вiдмiну вiд Теореми 2.5, Теорема 2.6 не гарантує апроксимацiю на
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усьому гiперкубi Qm. Проте, зi збiльшенням точностi (тобто, зменшенням

ε) ми можемо збiльшувати мiру тiєї областiD, на якiй апроксимацiя “гарна”

(себто в тiй областi, на якiй вiдхилення f̂(x) вiд f(x) менше за ε).

2.1.4. Практичний Приклад

Приклад 2.7. Розглянемо бiльш конкретний приклад. Нехай нам потрi-

бно побудувати класифiкатор для двох класiв на квадратi Q2 (класифiка-

цiю з двох класiв називають бiнарною). Задамо двi областi:

P1 :=
{
(x1, x2) ∈ Q2 : a

2 (x2 − 0.5)2 − b2 (x1 − 0.5)2 < 1
}
, P0 := Q2 \ P1,

де обрано a := 5, b := 2
√
5. Iншими словами, наша задача — це апрокси-

мувати iндикаторну функцiю f(x) = 1[x ∈ P1]. Для наочностi, обидвi

областi зображенi на Рис. 2.3. В якостi сiгмоїдальної функцiї оберемо фун-

кцiю логiстичної регресiї: σ(x) := 1/(1 + e−x) та вiзьмемо n = 6 нейронiв у

прихованому шарi. Таким чином, функцiя f̂ матиме вигляд:

f̂(x) =
6∑

j=1

αj

1 + e−w
⊤
j x+βj

, wj ∈ R2, αj, βj ∈ R.

Питання: якими мають бути параметри для того, щоб функцiя f̂ апро-

ксимувала функцiю f з гарною точнiстю? Виявляється, що достатньо не-

поганий результат можна отримати використовуючи наступнi параметри:

α ≊ (−8.18, 3.81, 3.91,−3.41, 5.07, 1.16),

β ≊ (1.13,−2.20, 1.72, 12.47, 8.46, 5.02),

W ≊

 0.06 4.85 −4.39 −11.81 −7.59 14.19

−6.44 −7.67 −6.76 −15.67 −10.26 −19.17

⊤ .
Помiтимо, що ми трошки скоротили запис, сформувавши з параметрiв ве-
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Рис. 2.3: Класи P0 та P1 на квадратi Q2. Разом з класами, зображено набiр
данних D = {(xn,1(xn ∈ P1))}1≤n≤N ⊂ Q2 × {0, 1}.

ктори та матрицi, як це було зроблено у Формулi 2.1.2.

Звернiть увагу, що на Рис. 2.3 ми також зображуємо набiр даних D,

що складається з N = 1000 точок з вiдповiдним маркуванням (бiтом), що

вiдповiдає класу, до якого належить точка. Головна причина цього — мати

спосiб знайти параметри моделi f̂ : ми можемо використати, наприклад,

алгоритм градiєнтного спуску для мiнiмiзацiї функцiї втрат.

Зауваження 2.8 (Про тренування моделi). Забiгаючи вперед, для пiд-

бору оптимальних параметрiв ми використовували середньоквадратичну

функцiю втрати:

L(D|θ) = 1

N

N∑
n=1

(
f̂(xn|θ)− yn

)2
,

i далi використовували алгоритм градiєнтного спуску (Adam Optimizer

[Kin14]) для мiнiмiзацiї цього виразу вiдносно параметрiв θ. Бiльше де-

талей наведено у Додатку А.
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(а) Результат класифiкацiї f̂(x) на
квадратi Q2.
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(б) Бiнарний результат класифiкацiї
1(f̂(x) > τ) з порогом τ ≊ 0.62.

Рис. 2.4: Результати класифiкацiї для класiв P0 та P1 на квадратi Q2.

Пiсля тренування, результати зображенi на Рис. 2.4(а). Помiтимо, що

вихiд f̂(x) не є бiнарним, але можна ввести порiг τ ∈ R такий, що перед-

бачення ŷ := 1(f̂(x) > τ) вiдповiдає класу 1 за умови f̂(x) > τ , а iнакше

— класу 0. На Рис. 2.4(б) зображено результати класифiкацiї для τ = 0.62.

Як бачимо, класифiкатор працює досить добре.

Також для цiкавостi, можна побудувати подiбне зображення передба-

чень, але для кожного нейрону. На Рис. 2.5 зображено результати перед-

бачень для кожного нейрону у прихованому шарi.

2.1.5. Подальший розвиток архiтектури Цибенко

Звичайно, що науковцi не зупинились на результатах Цибенко. В подаль-

ших архiтектурах дослiдники ставили багато питань, таких як:

• Що, якщо зробити кiлька прихованих шарiв у мережi?

• Чи можна використовувати iншi активацiйнi функцiї окрiм сiгмоїдiв?

• А чи можна поєднувати два прихованих шара iншим способом?

Саме тому, була введена багатошарова модель персептронiв (Multi-Layer
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Рис. 2.5: Результати передбачень для кожного нейрону у прихованому шарi.
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Perceptrons — MLP), яку ми сформулюємо нижче.

Означення 2.9 (Багатошарова модель персептронiв). Нехай ℓ ∈ N —

кiлькiсть шарiв у мережi, а n0, . . . , nℓ ∈ N — кiлькiсть нейронiв у кожному

шарi, де x⟨0⟩ ∈ Rn0 вiдповiдає вхiдному шару. Тодi, для знаходження ви-

ходу x⟨ℓ⟩ ∈ Rnℓ, багатошарова модель персептронiв використовує наступне

рекурентне правило:

x⟨j+1⟩ = ϕ⟨j⟩(z⟨j⟩), z⟨j⟩ = W ⟨j⟩x⟨j⟩ + β⟨j⟩, j = 0, . . . , ℓ− 1,

де ϕ⟨j⟩ — активацiйна функцiя у шарi j, а W ⟨j⟩ ∈ Rnj+1×nj та β⟨j⟩ ∈ Rnj+1

— матриця ваг та вектор зсуву у шарi j вiдповiдно. Таким чином, параме-

тризацiя моделi є θ =
{
W ⟨j⟩,β⟨j⟩

}
0≤j≤ℓ−1

.

Навiщо бiльше шарiв? Здавалося б, якщо ми можемо апроксимува-

ти будь-яку функцiю за допомогою одного прихованого шару, то навiщо

нам багатошаровi моделi? Виявляється, що бiльше шарiв дозволяють нам

апроксимувати складнiшi функцiї за допомогою меншої кiлькостi нейронiв

i чисельно знаходити їх стає простiше. Емпiрично, набiр правил, що опису-

ють ефективнiсть моделi у залежностi вiд кiлькостi тренувальних параме-

трiв, розмiру набору даних та iнших факторiв, називають законами мас-

штабування (Scaling Laws). Зокрема, емпiрично, середнє значення функцiї

втрати L залежить вiд кiлькостi параметрiв N як L ∝ N−α для певної

константи α > 0. Бiльш детальне дослiдження залежностi вiд iнших пара-

метрiв таких як гiперпараметри архiтектури, розмiру набору даних можна

подивитися у джерелi [Kap+20]. Зокрема, джерело [BH89] строго показує

асимптотичну залежнiсть мiж кiлькiстю параметрiв та загальнiзацiєю мо-

делi для задачi класифiкацiї, а джерело [Bar94] доводить, що якщо розмiр

вибiрки D i вхiд складається з m нейронiв, то при кiлькостi параметрiв
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N = (D/(m logD))1/2, асимтотично, L2 норма рiзницi мiж апроксимацiєю

та реальною функцiєю обмежена як O((m/D) logD)1/2.

Навiщо iншi активацiйнi функцiї? Окрiм того, на практицi, логi-

стична функцiя виявляється дуже незручною. Зокрема, вона вiдноситься

до класу функцiй, що називаються ненасиченими (або non-saturating acti-

vation function). Основна проблема полягає у тому, що пiд час навчання

моделi ми використовуємо градiєнтнi методи, якi використовують значен-

ня матрицi Якобi функцiї втрати вiдносно параметрiв моделi. Спрощено,

моделi змiнюються на мале значення δθ ≊ η(∂L/∂θ)
∣∣∣
θ=θcurrent

. У ходi обчи-

слення цього градiєнту ми використовуємо правило ланцюга, що призво-

дить до того, що кожен доданок у виразi мiстить вираз σ′(z) у добутку.

Для логiстичної функцiї, похiдна σ′(z) = σ(z)(1 − σ(z)) i легко бачити,

що як для малих, так i для великих значень z, ця похiдна дуже стрiмко

наближається до нуля, що призводить до проблеми зникнення градiєнту

(vanishing gradient problem). Це означає, що градiєнт функцiї втрати мо-

же бути дуже малим, що призводить до того, що модель не навчається.

Зокрема, нижче ми наводимо популярнi функцiї, що використовують для

розв’язку цiєї проблеми:

1. ReLU (Rectified Linear Unit): ϕ(z) = max{0, z}. Ця функцiя має похi-

дну ϕ′(z) = 1(z > 0), тобто за додатнiх значень z градiєнт не зникає.

Проте, для вiд’ємних значень z, градiєнт нульовий, через що модель

може “тормозити”. Для вирiшення цiєї проблеми, було запропоновано

модифiкацiї ReLU, такi як Leaky ReLU.

2. Leaky ReLU: ϕ(z) = max{αz, z} де α ∈ [0, 1) — мале значення (на

практицi, порядку 10−3). Ця функцiя має похiдну ϕ′(z)
∣∣∣
z<0

= α, що

дозволяє градiєнту не зникати для вiд’ємних значень z.
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3. ELU (Exponential Linear Unit): ϕ(z) = max{0, z}+min{α(ez − 1), 0},

де α — додатне значення. Ця функцiя має похiдну ϕ′(z)
∣∣∣
z<0

= αez. За

великих вiд’ємних значень z, ця функцiя збiгається з ReLU, але має

неперервну та нестрого нульову похiдну для вiд’ємних значень z.

Iнша архiтектура Ще одним питанням, яке виникає, є таке: як по-

єднувати шари у мережi. Поки що, логiка така: кожен нейрон i у шарi ℓ

з’єднаний з кожним нейроном j у шарi ℓ+1 з певною вагою w
⟨ℓ⟩
i,j (що i утво-

рюють матрицю ваг W ⟨ℓ⟩). Проте, чи дiйсно нам потрiбно стiльки зв’язкiв?

I чи дiйсно така репрезентацiя здатна вiдобразити достатньо складнi сто-

сунки за малу кiлькiсть параметрiв? Виявляється, що для певних задач

можна використовувати iншi архiтектури. Нижче наведемо два приклади,

що показують проблематику зв’язкiв у мережi.

Приклад 2.10. Уявiть, що вам потрiбно побудувати бiнарну класифiка-

цiю для кольорового зображення вiдносно невеликого розмiру — скажiмо,

200 × 200 пiкселiв. Якщо у якостi входу взяти кожен окремий пiксель як

нейрон, то кiлькiсть параметрiв у першому шарi буде 200 × 200 × 3 =

120000. Уявiмо, що у прихований шар ми поставимо буквально 10 нейронiв

(на практицi, така кiлькiсть мала для досягнення хорошої точностi). Таким

чином, кiлькiсть параметрiв у моделi буде як мiнiмум 120000 × 10 = 1.2

млн.

Приклад 2.11. Що робити, якщо розмiр входу та виходу, взагалi кажу-

чи, не фiксованi (наприклад, обробка тексту)? Звичайно, можна задати

“зазделегiдь” максимальний розмiр входу та виходу, але окрiм аномальної

кiлькостi параметрiв, точнiсть такої моделi може бути дуже низькою.

У рамках цiєї дипломної роботи, ми не беремось за повний i строгий опис

всiх сучасних архiтектур, проте навели основний фундамент для подаль-
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шого вивчення глибокого навчання. Для бiльш детального огляду, реко-

мендуємо звернутися до джерел [Mur22; Zha+21].

2.2. Теорема Колмогорова-Арнольда

2.2.1. Iсторiя та Мотивацiя

Ще один дуже цiкавий спосiб пiдходу до апроксимацiї функцiй — це

використання теореми Колмогорова-Арнольда. Iсторично, ця теорема по-

ходить з 13 проблеми Гiльберта, яка була запропонована на Паризькому

конгресi математикiв у 1900 роцi. Вона задає доволi провокативне питан-

ня: а чи iснують справдi неперервнi дiйснозначнi багатовимiрнi функцiї?

Здавалося б, доволi дивне запитання, але воно по сутi i описує 13 проблему

i, вiдповiдно, її розв’язок — теорему Колмогорова-Арнольда.

Бiльш конкретно, питання полягає у тому, чи можна будь-яку, скажiмо,

неперервну функцiю f : Qm → R апроксимувати за допомогою суми та

композицiй певного набору одновимiрних неперервних функцiй ϕ1, . . . , ϕN?

Розглянемо декiлька прикладiв на основi [Mor20], щоб показати суть цiєї

задачi.

Приклад 2.12. Нехай f : Q2 → R задана як f(x, y) = 3x + 5y. Якщо

позначити ϕ1(x) = 3x, ϕ2 = 5y, то f(x, y) = ϕ1(x) + ϕ2(y). Отже, має-

мо функцiю двох змiнних, проте вона може бути записана як сума двох

функцiй однiєї змiнної.

Приклад 2.13. Попереднiй приклад здається зовсiм тривiальним. А що,

якщо f(x, y) = xy? Помiтимо наступне2:

f(x, y) = xy = elog(x+1)+log(y+1) + (−x− 0.5) + (−y − 0.5) .

2Тут i далi пiд записом log розумiємо натуральний логарифм
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Нехай ϕ1(x) := ex, ϕ2(x) := log(x+ 1), ϕ3 := −x− 0.5. Тодi:

f(x, y) = ϕ1(ϕ2(x) + ϕ2(y)) + ϕ3(x) + ϕ3(y).

Отже, функцiя f(x, y) може бути записана як сума та композицiя фун-

кцiй однiєї змiнної ϕ1(x), ϕ2(x), ϕ3(x).

Приклад 2.14. Нехай f(x, y) = sin(10ex + y100), а також ϕ1(x) :=

10ex, ϕ2(x) := y100 та ϕ3(x) := sinx. Тодi f(x, y) = ϕ3(ϕ1(x) + ϕ2(y)), тобто

так само маємо f(x, y) як композицiю та суму одновимiрних функцiй.

Отже, на основi цих прикладiв можна зрозумiти суть 13 проблеми Гiль-

берта.

Твердження 2.15 (Основна гiпотеза 13 проблеми Гiльберта). Iснує не-

перервна функцiя f : Q3 → R, що не може бути виражена як композицiя

та сума неперервних функцiй ϕ1, . . . , ϕN ∈ C(R2).

Знадобилося бiльше 50 рокiв для того, щоб довести, що це твердження

хибне. У 1956 роцi Колмогоров довiв, що функцiя будь-якої кiлькостi змiн-

них (себто, Qm може бути довiльним гiперкубом) може бути записана як

сума та композицiя трьохвимiрних функцiй. У 1957, у 19 рокiв, Арнольд

показав, що три змiннi можна замiнити на двi, що власне i розв’язує в

бiльш загальному виглядi 13 проблему Гiльберта. Нарештi, згодом Колмо-

горов показав, що двi змiннi можна замiнити на одну, що врештi-решт i дає

вiдому теорему Колмогорова-Арнольда.

Теорема 2.16 (Згiдно джерелу [Mor20]). Для будь-якого натурального

m ≥ 2, iснують неперервнi функцiї ϕ1, . . . , ϕ2m+1 ∈ C([0, 1]) та дiйснi числа

λ1, . . . , λm ∈ R з такою властивiстю, що для будь-якої функцiї f ∈ C(Qm)

знайдеться неперервна функцiя Φ : R → R така, що для будь-якого x =
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(x1, . . . , xm) ∈ Qm справедливо:

f(x) =
2m+1∑
q=1

Φ

(
m∑
p=1

λpϕq(xp)

)

Зауваження 2.17. В цiй формулi дуже багато чого цiкавого! По-перше,

дивує сам факт не наближеної апроксимацiї, а точної рiвностi. По-друге,

важливо помiтити, що функцiї ϕ1, . . . , ϕ2m+1 не залежать вiд f , але зале-

жать вiд m. Це означає, що ми можемо знайти цi функцiї один раз, i вони

будуть працювати для будь-якої функцiї f ! Пiсля чого залишиться лише

знайти Φ.

Здавалося б, враховуючи Зауваження 2.17, чому ми не можемо спочатку

знайти цi функцiї, а потiм використовувати їх у прикладних задачах? Рiч у

тому, що нiхто не гарантує, що цi функцiї взагалi мають бути диференцiйо-

ваними i тим паче неперервно диференцiйованими. Саме тому, подальший

пошук функцiї Φ автоматично стає майже неможливим завданням. Тому,

як ми можемо використовувати теорему Колмогорова-Арнольда для побу-

дови нейронних мереж?

2.2.2. Мережi Колмогорова-Арнольда

Довгий час iдею теореми Колмогорова-Арнольда не пробували застосо-

вувати до глибокого навчання через “поганiсть” функцiй Φ, ϕ1, . . . , ϕ2m+1.

Проте, буквально у 2024 роцi найпоширенiшою темою дискусiї у суспiльствi

розробникiв глибокого навчання стала робота “KAN: Kolmogorov-Arnold

Networks” [Liu+24]. По сутi, до моменту публiкацiї, єдина парадигма апро-

ксимацiї функцiй полягала у побудовi MLP мереж (та їх подальших варiа-

цiй у виглядi конволюцiйних, рекурентних мереж тощо), що грунтується на

вище описанiй унiверсальнiй теоремi апроксимацiї 2.5. Однак, автори робо-

ти [Liu+24] показали, що i на основi репрезентацiї Колмогорова-Арнольда
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можна побудувати нейроннi мережi. Яким чином?

Робота [Liu+24] використовує оригiнальну теорему Колмогорова-

Арнольда [N63].

Означення 2.18 (Оригiнальна теорема Колмогорова [N63]). Для будь-

якого натурального m ≥ 2, iснують неперервнi функцiї ϕp,q ∈ C([0, 1])

такi, що для будь-якої функцiї f ∈ C(Qm) знайдуться неперервнi функцiї

Φ1, . . . ,Φ2m+1 ∈ C(R) такi, що

f(x1, . . . , xm) =
2m+1∑
q=1

Φq

(
m∑
p=1

ϕp,q(xp)

)

Проте, як i для Означення 2.9 MLP мереж, нам потрiбно вмiти узагаль-

нювати означення для довiльної кiлькостi шарiв та нейронiв в кожному

шарi. Робота [Liu+24] стала першою, що запропонувала таку узагальнену

модель. Спочатку, наведемо що є з’єднанням в KAN мережi.

Означення 2.19. З’єднання KAN Мережi мiж шаром з nin ∈ N

нейронами (активацiями) та шаром з nout ∈ N нейронами складається з

матрицi функцiй Φ = {ϕq,p}1≤p≤nin,1≤q≤nout, де кожна функцiя ϕq,p : R→ R

параметризується параметрами θq,p. Значення нейронiв (активацiй) xout ∈

Rnout через попереднi нейрони xin ∈ Rnin визначається згiдно рiвнянню

xout = Φ ◦ xin, де пiд виразом Φ ◦ xin ∈ Rnout, по аналогiї з матричним

добутком, мається на увазi:

(Φ ◦ xin)j =

nin∑
i=1

ϕj,i(xin,i), j ∈ {1, . . . , nout}.

Отже, ми можемо дати означення безпосередньо мережi.

Означення 2.20 (Архiтектура KAN). Нехай ℓ ∈ N — кiлькiсть шарiв

у мережi, а n0, . . . , nℓ ∈ N — кiлькiсть нейронiв у кожному шарi, де x⟨0⟩ ∈

Rn0 вiдповiдає вхiдному шару. Тодi, для знаходження виходу x⟨ℓ⟩ ∈ Rnℓ,
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архiтектура KAN використовує рекурентне правило x⟨j+1⟩ = Φ⟨j⟩ ◦x⟨j⟩, j ∈

{0, . . . , ℓ − 1}, де Φ⟨j⟩ = {ϕ⟨j⟩q,p}1≤p≤nj ,1≤q≤nj+1
— матриця функцiй-ваг j. В

розгорнутому виглядi, нейронна мережа f̂KAN записується як:

f̂KAN(x) =
(
⃝ℓ

j=1Φ
⟨ℓ−j⟩

)
◦ x

Таке визначення може здатися доволi заплутаним, тому давайте розгля-

немо приклад.

Приклад 2.21 (Теорема Арнольда як частковий випадок KAN). Нагада-

ємо, що теорема Колмогорова-Арнольда стверджує, що будь-яка функцiя

f ∈ C(Qm) може бути записана як

f(x1, . . . , xm) =
2m+1∑
q=1

Φq

(
m∑
p=1

ϕp,q(xp)

)
.

Тодi, якщо ми визначимо двi матрицi-ваги Φ⟨0⟩ = {ϕp,q}1≤p≤m,1≤q≤2m+1

та Φ⟨1⟩ = {Φq}1≤q≤2m+1 (матриця-рядок), то ми можемо записати

f(x1, . . . , xm) = f̂KAN(x1, . . . , xm) = Φ⟨1⟩ ◦Φ⟨0⟩ ◦ x

Отже, залишається лише обрати параметризацiю для кожної функцiї

ϕ⟨j⟩p,q. Оригiнальна робота [Liu+24] пропонує використовувати лiнiйну ком-

бiнацiю певної фiксованої базисної функцiї β(x) та B-сплайн порядку d:

ϕ⟨j⟩p,q(x) = ωββ(x) + ωS

d∑
k=1

θ
⟨j⟩
p,q,kBk,d(x),

де Bk,d(x) — k-тий B-сплайн порядку d, θ⟨j⟩p,q,k — параметри моделi i ωβ, ωS

— фiксованi ваги для базисної функцiї та B-сплайнiв вiдповiдно (що є гi-

перпараметрами). В роботi пропонується обрати β(x) := xσ(x).

Архiтектура KAN для двох шарiв зображена на Рис. 2.6.
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Рис. 2.6: Приклад KAN архiтектури з трьома шарами з кiлькiстю нейронiв
n0 = 2, n1 = 3, n2 = 1.
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Єдине, що ми ще не врахували — а чому така репрезентацiя взага-

лi дає унiверсальну апроксимацiю на компактi Qm? Дiйсно, хоч теорема

Колмогорова-Арнольда дає точну рiвнiсть, але ми поки нiяк не гарантує-

мо, що якщо замiнити функцiї {ϕp,q} на B-сплайни, то ми все одно може-

мо апроксимувати будь-яку функцiю. Це питання дослiджується в роботi

[Liu+24], де доведена наступна теорема.

Теорема 2.22 (Теорема апроксимацiї KAN). Нехай функцiя f має ви-

гляд f = Φ⟨ℓ⟩ ◦ · · · ◦ Φ⟨0⟩ ◦ x, де усi функцiї ϕ⟨j⟩p,q є d + 1 разiв неперервно

диференцiйованi. Тодi, iснує така константа γ, що залежить вiд f i фун-

кцiй {ϕp,q}, та iснують матрицi Φ̃
⟨ℓ⟩
, . . . , Φ̃

⟨0⟩
, що складаються з B-сплайнiв

порядку d i розмiром сiтки nG, що для всiх 0 ≤ r ≤ d маємо∥∥∥f − Φ̃
⟨ℓ⟩
◦ · · · ◦ Φ̃

⟨0⟩
◦ x
∥∥∥
Cr
≤ γn

r−(d+1)
G ,

де ∥g∥Cr = sup
|β|≤r

sup
x∈Qm

|g(β)(x)|.

2.2.3. Порiвняння з MLP архiтектурою

Отже, що краще: MLP чи KAN? Наведемо деякi переваги та недолiки

кожної з архiтектур.

1. Кiлькiсть iнструментiв. Оскiльки останнi 10 рокiв було присвячено

розвитку MLP архiтектур, то для них iснує набагато бiльше iнстру-

ментiв, бiблiотек та фреймворкiв. Навiть якщо KAN має потенцiал, то

простий налаштунок та тренування може стати викликом.

2. Iнтерпретованiсть. Оскiльки KAN використовує B-сплайни, то во-

ни є бiльш iнтерпретованими, нiж MLP. Це може бути корисним для

задач, де важливо зрозумiти, як саме мережа приймає рiшення.

3. Швидкiсть тренування. Згiдно з роботою [Liu+24], KAN мережi
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поки приблизно в 10× повiльнiшi за MLP пiд час тренування. Про-

те, на практицi, цей показник часто не є критичним: значно бiльш

важливою є точнiсть та швидкiсть обчислення пiд час обрахунку пе-

редбачення.

4. Швидкiсть передбачення. Для простоти аналiзу, нехай маємо двi

мережi, написанi як на MLP, так i на KAN, у якої ℓ шарiв, в кожному

з яких n нейронiв i активацiйна функцiя має степiнь d. Тодi, кiлькiсть

операцiй для MLP мережi буде O(ℓn(n+d)): на кожному переходi мiж

шарами, маємо n2 операцiй для обрахунку добутку матриця-вектор,

потiм nd операцiй для обрахунку активацiйної функцiї над отриманим

вектором. Для KAN, кiлькiсть операцiй буде O(ℓn2d): на кожному

шарi, маємо n2 функцiй-ваг, кожна з яких вимагає d операцiй для

обрахунку.

5. Кiлькiсть параметрiв. Асимтотично, KAN мережi мають бiльше

параметрiв, нiж MLP. Дiйсно, для MLP маємо O(n2ℓ) параметрiв,

у той час як KAN ще мають зберiгати параметри для кожного B-

сплайну, тобто складнiсть стає O(n2ℓd). Проте, на практицi, можливо

для KAN потрiбно менше нейронiв та шарiв для досягнення аналогi-

чної точностi.



Роздiл 3

KAN у контекстi комп’ютерного зору

3.1. Класичнi конволюцiйнi нейроннi мережi

Нагадаємо, що пiд час нашої попередньої дискусiї, ми розглядали лише

мультишаровi перцептрони (MLP), що описуються рекурентним спiввiдно-

шенням x⟨ℓ+1⟩ = ϕ(W ⟨ℓ⟩x⟨ℓ⟩+β⟨ℓ⟩). Проте, як видно, в цьому рiвняннi кожне

промiжне значення, включно з початковим — це вектор. Уявiмо, що нам

потрiбно побудувати нейронну мережу на основi зображення, яке є дво-

вимiрним масивом пiкселiв. Природньо розв’язати цю задачу наступним

чином: просто розгорнемо зображення в одновимiрний вектор, а потiм за-

стосуємо до нього MLP. I саме таким чином були побудованi однi з перших

моделей машинного навчання на зображеннях. Зокрема, навiть до розви-

тку глибокого навчання, такий спосiб був використаний у бiометричних

системах для розпiзнавання облич Eigenface [TP91] та Fisherface [BHK97],

де зображення обличчя перетворювалося в одновимiрний вектор, а потiм

застосовувався алгоритм PCA або LDA для зменшення розмiрностi [MR93].

Проте, як показує сучасна практика, такий пiдхiд не є оптимальним.

Найбiльша проблема наступна: нехай задача є бiнарною класифiкацiєю над

зображеннями розмiру 100×100. У якостi нейронної мережi, ми пiд’єднаємо

вхiдний шар до прихованого шару зi 100 нейронами, що в свою чергу

пiд’єднаний до виходу. Тодi, кiлькiсть параметрiв у моделi буде 100×100×

100 = 1млн, хоча модель мiстить буквально один малий прихований шар.

Рiч у тому, що зв’язкiв мiж нейронами у вхiдному та прихованому ша-

35
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рах дуже багато i, як показує практика, бiльшiсть з них є зайвими. Нам

потрiбно побудувати таку функцiю переходу, яка б враховувала просторо-

ву структуру зображення. Для цього, ми можемо використати концепцiю

згортки (convolution).

Iсторично, згортки виникли як наступний оператор над простором фун-

кцiй: нехай маємо функцiї f(x) та g(x), тодi згорткою називають вираз

(f ⋆ g)(x) =

∫ ∞
−∞

f(τ)g(x− τ)dτ. (3.1)

Проте, в комп’ютерному зорi ми будемо використовувати дискретну вер-

сiю згортки, причому в основному для трьохвимiрних масивiв. Почнемо,

проте, з двовимiрної версiї. Визначимо згортку двохвимiрного зображення

наступним чином.

Означення 3.1. Маючи зображення X ∈ RW×H та так званий фiльтр

або ядро K ∈ Rf×f , результатом будемо називати нове зображення Y =

K ⋆X розмiру (W − f + 1)× (H − f + 1), яке визначається як

Yi,j =

f−1∑
u=0

f−1∑
v=0

Xi+u,j+v ·Ku,v. (3.2)

Геометрично, фiльтр накладається на зображення, починаючи з верх-

нього лiвого кута, i перемiщається по зображенню, обчислюючи нове зна-

чення пiкселя шляхом обчислення скалярного добутку мiж фiльтром та

частиною зображення, на яку вiн накладається. Таким чином, нове зобра-

ження є результатом застосування фiльтра до всiх можливих позицiй у

зображеннi. Приклад застосування фiльтра показано на Рисунку 3.1.

Коли ми тренуємо нейронну мережу, то сподiваємося, що вона навчи-

ться правильно пiдбирати коефiцiєнти у фiльтрах. Наприклад, нейронна

мережа може навчитися видiляти краї, текстури або iншi важливi озна-
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0 1 1 1×1 0×0 0×1 0
0 0 1 1×0 1×1 0×0 0
0 0 0 1×1 1×0 1×1 0
0 0 0 1 1 0 0
0 0 1 1 0 0 0
0 1 1 0 0 0 0
1 1 0 0 0 0 0


⋆

 1 0 1
0 1 0
1 0 1

 =


1 4 3 4 1
1 2 4 3 3
1 2 3 4 1
1 3 3 1 1
3 3 1 1 0



Рис. 3.1: Приклад згортки зображення 7× 7 з фiльтром 3× 3.

Рис. 3.2: Приклад видiлення країв на зображеннi за допомогою накладання
конволюцiй (фiльтри Собеля). Лiворуч — оригiнальне зображення, право-
руч — видiленi краї.

ки зображення. Приклад показано на Рисунку 3.2: якщо використати так

званi фiльтри Собеля:

GX =


−1 0 +1

−2 0 +2

+1 +2 +1

 , GY =


−1 −2 −1

0 0 0

+1 +2 +1

 , (3.3)

що видiляють вертикальнi та горизонтальнi краї вiдповiдно, а далi обра-

хувати зображення Y :=
√

(GX ⋆X)2 + (GY ⋆X)2 (де зазначенi операцiї

робляться по-елементно), то отримаємо видiленi контури на зображеннi.
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3.2. Згортки у нейронних мережах

Проте, зазначена вище процедура була визначена лише для двовимiрних

зображень та наявностi одного фiльтра. У нейронних мережах ми зазвичай

маємо справу з тривимiрними масивами: наприклад, кольорове зображення

є тривимiрним масивом розмiру W ×H×3, де 3 — це кiлькiсть кольорових

каналiв (червоний, зелений, синiй). Тому, ми повиннi розширити визначе-

ння згортки на тривимiрнi масиви.

Означення 3.2. Нехай X ∈ RW×H×C — набiр з C зображень (кiлькiсть

каналiв) розмiру W ×H, та K ∈ Rf×f×C×C ′
— набiр з C ′ фiльтрiв (ядер)

розмiру f×f×C. Тодi, результатом згортки буде нове зображення (тензор)

Y ∈ R(W−f+1)×(H−f+1)×C ′
, яке визначається як

Yi,j,k =

f−1∑
u=0

f−1∑
v=0

C−1∑
c=0

Xi+u,j+v,c ·Ku,v,c,k. (3.4)

Тут iнтуїцiя дуже схожа: беремо фiльтр f×f×C, накладаємо на частину

зображення W × H × C, обчислюємо скалярний добуток та отримуємо

нове значення одного пiкселя. Проходимось по всьому об’єму, щоб отримати

зображення розмiру (W − f +1)× (H− f +1). Далi ми це повторюємо для

всiх фiльтрiв C ′, щоб отримати вже тензор R(W−f+1)×(H−f+1)×C ′
.

Проте, як можна помiтити, заданi операцiї конволюцiї нiяк не

розв’язують нашу початкову проблему: розмiр входу та виходу майже нiяк

не змiнюються (оскiльки на практицi розмiр фiльтру f ≪ W,H). Тому,

нам потрiбнi iнструменти, якi дозволять зменшувати розмiр зображення.

Для цього введемо декiлька iнструментiв.

• Паддiнг (padding) — це додавання нулiв до країв зображення. Це до-

зволяє зберегти розмiр зображення незмiнним пiд час згортки (себто,

якщо у нас є зображення W × H та фiльтр f × f , то пiсля паддiнгу
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зображення до (W + f − 1)× (H + f − 1), ми отримаємо нове зобра-

ження початкового розмiру W × H). Ця операцiя не зменшує розмiр

зображення, але працювати з нею стає зручнiше надалi.

• Страйд (stride) — це крок, на який фiльтр перемiщується по зобра-

женню. Зазвичай, ми використовуємо s = 1 або s = 2 або в рiдкiсних

випадках s = 3. З використанням паддiнгу та страйду s, ми можемо

зменшити розмiр зображення в кожному каналi з W ×H до
W

s
× H

s
.

• Пулiнг (pooling) — це операцiя, яка зменшує розмiр зображення шля-

хом обчислення статистики (максимуму або середнього) над невелики-

ми дiлянками зображення. Наприклад, якщо ми маємо 2× 2 дiлянку

зображення, то ми можемо взяти максимум або середнє значення пi-

кселiв у цiй дiлянцi i замiнити всю дiлянку на це значення.

Таким чином, iдея побудови конволюцiйної нейронної мережi полягає в

тому, що ми будемо використовувати згортки для видiлення ознак з зобра-

ження, а потiм зменшувати розмiр зображення за допомогою пулiнгу або

страйду. Приклад конволюцiйної нейронної мережi показано на Рисунку

3.3. Як видно, ми маємо декiлька шарiв конволюцiйних фiльтрiв, якi ви-

дiляють ознаки з зображення, а потiм зменшують розмiр зображення за

допомогою пулiнгу. Пiсля цього, ми використовуємо повнозв’язний шар,

щоб отримати остаточну класифiкацiю зображення.

Єдине ключове питання, що ми оминули — це як саме накладати

нелiнiйнiсть у конволюцiйних нейронних мережах. Дiйсно, якщо просто

взяти композицiю згорткових шарiв, то ми отримаємо одне лише лiнiй-

не перетворення. Тому, ми повиннi накладати нелiнiйнiсть пiсля кожної

згортки. Це можна зробити дуже просто: при кожному обрахунку суми∑
u,v,c

Xi+u,j+v,cKu,v,c,k, ми будемо накладати нелiнiйнiсть ϕ на результат та

додавати зсув βi,j,k.
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Рис. 3.3: Приклад глибокої конволюцiйної нейронної мережi

Означення 3.3. Нехай X ∈ RW×H×C — набiр з C зображень (кiлькiсть

каналiв) розмiру W ×H, та K ∈ Rf×f×C×C ′
— набiр з C ′ фiльтрiв (ядер)

розмiру f × f ×C. Тодi, результатом згортки з нелiнiйнiстю ϕ та страйдом

s буде нове зображення Y ∈ R
W
s ×

H
s ×C

′
, яке визначається як

Yi,j,k = ϕ

(
f−1∑
u=0

f−1∑
v=0

C−1∑
c=0

Xi+u,j+v,cKu,v,c,k + βi,j,k

)
. (3.5)

Ця формула є ключовою для побудови конволюцiйних нейронних мереж

i ми будемо орiєнтуватись на неї у подальшiй дискусiї.

3.3. Згортки Колмогорова-Арнольда

Нарештi, ми дiйшли до найцiкавiшого: побудова конволюцiй Колмогорова-

Арнольда. Наша конструкцiя вмотивована конструкцiєю [Bod+25], котру

ми в цiй роботi проаналiзуємо та дослiдимо детальнiше. Отже, як i в

оригiнальнiй повнозв’язанiй нейроннiй мережi, iдея полягає в тому, що

ми будемо використовувати параметризованi функцiї замiсть скалярних

значень. Таким чином, кожен елемент в фiльтрi буде окремою функцiєю,

що ми будемо накладати. Рiзницю мiж звичайною згорткою та згорткою

Колмогорова-Арнольда можна побачити на Рисунку 3.4.

Таким чином, дамо наступне визначення згортки Колмогорова-
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KMLP =

k1,1 · · · k1,f
... . . . ...

kf,1 · · · kf,f

 ∈ Rf×f

MLP згортка f×f , складається з f 2

параметрiв ki,j ∈ R.

KKAN =

ϕ1,1(x) · · · ϕ1,f(x)
... . . . ...

ϕf,1(x) · · · ϕf,f(x)

 ∈ Ff×f

KAN згортка f×f , складається з f 2

функцiй ϕi(x) = ωi,ββ(x)+ωi,SS(x).

Рис. 3.4: Порiвняння мiж звичайною згорткою та згорткою Колмогорова-
Арнольда.

Арнольда.

Означення 3.4. Нехай X ∈ RW×H×C — набiр з C зображень (кiлькiсть

каналiв) розмiру W ×H, та K ∈ Ff×f×C×C ′
— набiр з C ′ фiльтрiв (ядер)

розмiру f × f × C, що складаються з параметризованих сплайнiв. Тодi,

результатом згортки буде нове зображення Y ∈ RW×H×C :

Yi,j,k =

f−1∑
u=0

f−1∑
v=0

C ′−1∑
c=0

ϕu,v,c,k(Xi+u,j+v,k), (3.6)

причому кожен ϕi(x) = ωi,ββ(x) + βi,S
∑
j

ci,jBj(x), β(x) = xσ(x).

Реалiзацiю згортки Колмогорова-Арнольда можна знайти в Додатку В.

3.3.1. Мотивацiя конволюцiй Колмогорова-Арнольда

В MLP згортках ми вже бачили геометричний сенс: наприклад, фiльтр

при правильнiй побудовi може видiляти краї або локальну геометрiю зо-

браження, проте складнiшi висновки можуть бути отриманi лише пiсля

кiлькох конволюцiй поспiль.

Головна користь KAN згорток, що ми вбачаємо, наступна: KAN згортки

дозволяють будувати такi фiльтри, що мають значно складнiшу поведiнку,

нiж MLP згортки. Наприклад, у роботi [Bod+25] наводять наступний при-

клад: нехай ми задали порiг τ i усi пiкселi, що мають бiльшу яскравiсть
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нiж τ , стають ще свiтлiшими, а усi iншi стають темнiшими. Таким чином,

наша функцiя ϕi,j виглядає як:

ϕi,j(x) =

αbright · x, якщо x ≥ τi,j,

αdark · x, iнакше.

Помiтимо, що таке перетворення зображення ми б не змогли реалiзувати

за допомогою звичайної MLP згортки.

3.4. B-сплайни

Як ми вже зазначали, в якостi активацiйної функцiї автори [Liu+24]

використовують B-сплайни, тому варто розглянути їх дещо детальнiше.

B-сплайни — це функцiї, якi використовуються для апроксимацiї фун-

кцiй та побудови кривих. Вони є частиною бiльш загальної категорiї сплай-

нiв, якi є функцiями, що складаються з декiлькох полiномiв, якi з’єднанi

разом у певних точках, що називаються вузлами (knots). B-сплайни є осо-

бливим випадком сплайнiв, якi мають певнi властивостi, такi як неперерв-

нiсть та гладкiсть, що робить їх дуже корисними для апроксимацiї функцiй

та побудови кривих.

В нашому конкретному випадку, ми будемо використовувати B-сплайни

порядку d для апроксимацiї функiй у виглядi суми S(x) =
∑
i

ciBi,d(x) (з

межами суми ми визначимось дещо пiзнiше), де функцiї Bi,d(x) приро-

дньо називають базисними функцiями B-сплайнiв порядку d. Вони визна-

чаються рекурсивно за допомогою формули Кокс-де Бьорна (Cox-de Boor
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Рис. 3.5: Три базисних B-сплайн полiнома {Bi,d(x)}i∈{0,1,2} для степенiв
полiномiв d ∈ {0, 1, 2, 3} на множинi вузлiв {0, . . . , 6}.

recursion formula) [Has+24] над вузлами x0, x1, . . . , xn:

Bi,0(x) =

1, якщо xi ≤ x < xi+1,

0, iнакше.
(3.7)

Bi,d(x) =
x− xi

xi+d − xi
Bi,d−1(x) +

xi+d+1 − x

xi+d+1 − xi+1
Bi+1,d−1(x), d > 0 (3.8)

Проiлюструємо цi базиснi функцiї на прикладi B-сплайнiв порядку 0 ≤

d ≤ 3 на множинi вузлiв {0, . . . , 6}: дивись Рисунок 3.5.

Бачимо, що базиснi функцiї Bi,d(x) є неперервними та гладкими функцi-

ями, якi мають значення 0 в усiх точках, окрiм вiдрiзку (xi, xi+d+1). Бiльш
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того, можна показати, що Bi,d(x) ∈ Cd−1(R). Як бачимо, чим бiльший по-

рядок d, тим бiльший вiдрiзок “покриває” базисний полiном Bi,d(x). Саме

тому при n вузлах, нам доступнi лише n− d− 1 базисних функцiй Bi,d(x).

В оригiнальнiй статтi пропонується обирати d = 3 та побудувати сiтку

над областтю [−1, 1], розбивши її на n рiвних частин. Таким чином, маємо

вузли xi = −1 + 2i/n для i = 0, . . . , n. Щоб отримати n+ d базисних фун-

кцiй, стаття пропонує розширити сiтку в обидва боки, додавши по d вузлiв

з обох сторiн. Таким чином, отримуємо наступний вигляд апроксимацiї:

f̂(x|c) =
n+d∑
i=1

ciBi,d(x), x ∈ [−1, 1]. (3.9)

Продемонструємо, як вiдбувається пошук коефiцiєнтiв {ci}0<i≤n+d на

практицi. Нехай нам задана певна функцiя f(x) i ми хочемо її апроксимува-

ти за допомогою B-сплайнiв. Таку задачу можна розв’язати за допомогою

методу найменших квадратiв

ĉ = argmin
c∈Rn+d

n+d∑
i=1

(
f(xi)− f̂(xi|c)

)2
(3.10)

= argmin
c∈Rn+d

n+d∑
i=1

(
f(xi)−

n+d∑
j=1

cjBj,d(xi)

)2

(3.11)

Як i у випадку з лiнiйною регресiєю, це зводиться до розв’язання систе-

ми лiнiйних рiвнянь. В якостi бiльш цiкавого прикладу, вiзьмемо функцiю

f(x) = x2ex/8 sin(2πx). Далi, згенеруємо 100 точок на вiдрiзку [−1, 1], де

y координата кожної точки xi буде задана як f(xi) + ε, де ε ∼ N (0, 0.1)

— випадковий шум з вiдносно малою дисперсiєю. На Рисунку 3.6 показа-

но результат апроксимацiї за допомогою B-сплайнiв порядку d = 3 з n =

15 вузлами, де ми шукали коефiцiєнти за допомогою градiєнтного спуску

(метод Adam [Kin14]) з метрикою середньоквадратичної помилки (MSE).
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Рис. 3.6: Приклад апроксимацiї функцiї f(x) = x2ex/8 sin 2πx за допомогою
B-сплайнiв порядку d = 3 з n = 10 вузлами.

Як видно, отримана апроксимацiя дуже близька до оригiнальної функцiї,

що свiдчить про досить хорошу якiсть апроксимацiї.

Реалiзацiю модуля B-сплайнiв можна знайти в додатку Б.



Роздiл 4

Експеримент

4.1. Набiр даних MNIST

В цьому роздiлi ми проведемо експерименти з використанням набору да-

них MNIST. Цей набiр даних мiстить 70000 зображень рукописних цифр вiд

0 до 9, розмiром 28×28 пiкселiв. Вiн широко використовується для навчан-

ня та тестування алгоритмiв комп’ютерного зору та машинного навчання.

В даному експериментi ми будемо використовувати 60000 зображень для

навчання та 10000 зображень для тестування. Кожне зображення є чорно-

бiлим, i його пiкселi мають значення вiд 0 до 255, де 0 — це чорний колiр,

а 255 — бiлий. Проте, цi значення пiкселiв ми нормалiзуємо на вiдрiзок

[0, 1] для стабiлiзацiї процесу тренування. Набiр даних MNIST є стандар-

тним набором даних для оцiнки алгоритмiв класифiкацiї зображень, тому

вiн iдеально пiдходить для нашого експерименту. Приклади зображень з

набору даних MNIST були наведенi на початку роботи, на Рисунку 1.1.

4.2. Архiтектура нейронної мережi та результати

В нашому експериментi ми будемо використовувати нейронну мережу,

що складається з трьох конволюцiйних шарiв KAN та одного лiнiйного

шару на виходi. Архiтектура проiлюстрована на Рисунку 4.1.

Помiтимо, що бiльшiсть параметрiв в цiй архiтектурi зосередженi в пер-

ших трьох конволюцiйних шарах KAN, якi мають 720, 13.8k та 41.5k па-
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Вхiд

X ∈ R28×28×1

KANConv, 3× 3, 8 720 параметрiв

MaxPool2D, 2× 2

KANConv, 3× 3, 16 13.8k параметрiв

MaxPool2D, 2× 2

KANConv, 3× 3, 32 41.5k параметрiв

MaxPool2D, 2× 2

7 · 7 · 32 нейронiв

Лiнiйний шар, 1568× 1015.4k параметрiв y ∈ R10Softmax

Flatten

Рис. 4.1: Архiтектура нейронної мережi на основi конволюцiйних шарiв
Колмогорова-Арнольда (CKAN).
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Рис. 4.2: Крива тренування нейронної мережi на основi конволюцiйних ша-
рiв Колмогорова-Арнольда (CKAN).

раметрiв вiдповiдно. Зауважимо, що замiсть останнього лiнiйного шару ми

хотiли поставити плоский шар KAN, проте через нього час тренування ду-

же помiтно зростав. Окрiм того, процес навчання дуже складний: точнiсть

дуже часто не перевищувала 30% i пояснити це доволi важко. Тому ми ви-

рiшили залишити лiнiйний шар на виходi, який в даному випадку є Softmax

класифiкатором.

З лiнiйном шаром, ми отримали 87.8% точностi на тестовому набо-

рi даних MNIST. При цьому, F1 мiра дорiвнює 87.2%. Крива тренування

зображена на Рисунку 4.2. Увесь код для запуску тренування лежить в

репозиторiї за наступним посиланням:

https://github.com/ZamDimon/convolutional-kan

https://github.com/ZamDimon/convolutional-kan


Висновки

В цiй роботi були розглянутi фундаментальнi та формалiзованi прин-

ципи роботи нейронних мереж. Ми конкретизували основну проблематику

машинного навчання та, зокрема, пояснили, яка роль нейронних мереж

у вирiшеннi цих проблем. Ми навели визначення та теореми, що показу-

ють двi парадигми побудови архiтектур нейронних мереж: мультишаровi

перцептрони (MLP) та мережi Колмогорова-Арнольда (KAN). Для обох

парадигм ми навели теореми, що доводять унiверсальнiсть цих архiтектур

для апроксимацiї довiльних функцiй на гiперкубi [0, 1]m. Ми також розгля-

нули проблематику вибору кiлькостi шарiв та нейронiв у кожному з них, а

також вибору функцiї активацiї. Ми навели приклади використання ней-

ронних мереж для розв’язання задач класифiкацiї i показали на практицi,

що теорема Цибенко дiйсно працює для складної функцiї.

Нарештi, коли ми окреслили основну вiдмiннiсть мiж MLP та KAN, ми

розширили цю iдею на конволюцiйнi нейроннi мережi (CNN) та провели

експерименти на наборi даних MNIST за допомогою нейронних мереж, що

повнiстю складалися з шарiв KAN. Незважаючи на складнощi в процесi

тренування, отримана точнiсть у 87.8% показує перспективнiсть викори-

стання KAN для задач комп’ютерного зору.
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Додаток А
Програмний код для тренування

мережi Цибенко
В цьому додатку, ми наведемо програмний код для тренування мере-

жi Цибенко на прикладi задачi класифiкацiї. Для цього ми використаємо

бiблiотеку TensorFlow на мовi програмування Python. Для початку, ми

iмпортуємо необхiднi бiблiотеки:

1 # Standard imports

2 from __future__ import annotations

3 from pathlib import Path

4

5 # Tensorflow and numpy imports

6 import tensorflow as tf

7 import numpy as np

8

9 # Matplotlib imports

10 import matplotlib.pyplot as plt

11 from matplotlib import ticker , cm

12 from matplotlib.colors import LinearSegmentedColormap

Далi, створюємо функцiї для побудови графiкiв та генерацiї набору да-

них:

1 # Selecting primary colors

2 PRIMARY_COLOR_POSITIVE = ’mediumspringgreen ’

3 PRIMARY_COLOR_NEGATIVE = ’violet ’

4 CMAP = LinearSegmentedColormap.from_list("Custom",

↪→ [PRIMARY_COLOR_NEGATIVE , PRIMARY_COLOR_POSITIVE], N=20)

5

6 # Picking a number of points to draw

54
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7 DATASET_SIZE = 1000

8 RADIUS = 0.8

9

10 def get_labels(x: np.ndarray) -> np.ndarray:

11 """

12 Based on array of R^2 coordinates , returns an array of bits

↪→ indicating

13 whether the point is included in the region

14 """

15

16 return 0.5*(x[: ,1] -0.5) **2 - 0.4*(x[: ,0] -0.5) **2 < 0.02

17

18 def generate_dataset () -> np.ndarray:

19 """

20 Generates a random dataset based on the curve provided

21 """

22

23 x = tf.random.uniform(shape=( DATASET_SIZE , 2))

24 return x, get_labels(x)

25

26 def display_dataset(x: np.ndarray , y: np.ndarray , save_path: Path =

↪→ None) -> None:

27 """

28 Displays the dataset in a form of a scatterplot

29

30 Args:

31 x - an array of points in R^2

32 y - an array of bits , marking the class of each point

33 """

34

35 # Split the dataset into two parts

36 x_positive = np.array([x for x, y in zip(x, y) if y])

37 x_negative = np.array([x for x, y in zip(x, y) if not y])

38

39 # Display two scatterplots

40 fig , ax = plt.subplots ()
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41 ax.set_xlim ([0.0, 1.0])

42 ax.set_ylim ([0.0, 1.0])

43 plt.scatter(x_positive [:,0], x_positive [:,1],

↪→ color=PRIMARY_COLOR_POSITIVE , edgecolors=’black’)

44 plt.scatter(x_negative [:,0], x_negative [:,1],

↪→ color=PRIMARY_COLOR_NEGATIVE , edgecolors=’black’)

45 plt.grid()

46

47 # Showing the plot and saving if needed

48 if save_path is not None:

49 plt.savefig(save_path , transparent=True)

50

51 plt.show()

52

53 def display_dataset_with_heatmap(x: np.ndarray ,

54 y: np.ndarray ,

55 fn: callable ,

56 save_path: Path = None) -> None:

57 """

58 Displays the dataset in a form of a scatterplot together

59 with the heatmap plotted using fn function

60

61 Args:

62 x - an array of points in R^2

63 y - an array of bits , marking the class of each point

64 fn - function from R^2 to R, according to which the heatmap

↪→ is built

65 save_path - path where image is saved. Select None to omit

↪→ saving

66 """

67

68 # Preparing the plot

69 fig , ax = plt.subplots ()

70

71 # Show the heatmap

72 x_nodes = np.linspace (0.0, 1.0, 3000)
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73 y_nodes = np.linspace (0.0, 1.0, 3000)

74 xx, yy = np.meshgrid(x_nodes , y_nodes)

75 r1, r2 = xx.flatten (), yy.flatten ()

76 r1, r2 = r1.reshape ((len(r1), 1)), r2.reshape ((len(r2), 1))

77 grid = np.hstack ((r1, r2))

78 prediction = np.array(fn(grid))

79 zz = prediction.reshape(xx.shape)

80 c = plt.contourf(xx, yy , zz, cmap=CMAP)

81 fig.colorbar(c)

82

83 # Split the dataset into two parts

84 x_positive = np.array([x for x, y in zip(x, y) if y])

85 x_negative = np.array([x for x, y in zip(x, y) if not y])

86

87 # Display two scatterplots

88 ax.set_xlim ([0.0, 1.0])

89 ax.set_ylim ([0.0, 1.0])

90 plt.scatter(x_positive [:,0], x_positive [:,1],

↪→ color=PRIMARY_COLOR_POSITIVE , edgecolors=’black’)

91 plt.scatter(x_negative [:,0], x_negative [:,1],

↪→ color=PRIMARY_COLOR_NEGATIVE , edgecolors=’black’)

92 plt.grid()

93

94 # Showing the plot and saving if needed

95 if save_path is not None:

96 plt.savefig(save_path , transparent=True)

97

98 plt.show()

Генеруємо датасет та зберiгаємо його вiзуалiзацiю:

1 x, y = generate_dataset ()

2 display_dataset(x, y, save_path=’dataset.pdf’)

3 display_dataset_with_heatmap(x, y, get_labels ,

↪→ save_path=’./ classification -example.pdf’)

4 # Convert array of bits to array of 0.0’s and 1.0’s

5 y = tf.cast(y, tf.float32)
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Далi, головна частина: клас для специфiкацiї архiтектури мережi Ци-

бенко та її тренування:

1 class CybenkoNetwork:

2 """

3 Class representing the Cybenko network

4 """

5

6 ACTIVATION = ’sigmoid ’

7 INITIALIZER = ’GlorotNormal ’

8 LEARNING_RATE = 0.05

9

10 def __init__(self , hidden_layer_size: int = 6, learning_rate: float

↪→ = 0.05) -> None:

11 """

12 Initializes the CybenkoNetwork instance.

13

14 Args:

15 - hidden_layer_size: number of hidden neurons (n from paper)

16 - learning_rate: how fast to train the network

17 """

18

19 self._hidden_layer = tf.keras.layers.Dense(HIDDEN_LAYER_SIZE ,

20 activation=CybenkoNetwork.ACTIVATION ,

21 bias_initializer=CybenkoNetwork.INITIALIZER ,

22 kernel_initializer=CybenkoNetwork.INITIALIZER)

23 self._alpha = tf.Variable(tf.random.normal ((1,

↪→ hidden_layer_size)), name=’alpha’)

24 self._optimizer =

↪→ tf.keras.optimizers.legacy.Adam(learning_rate=learning_rate)

25 self._mean = 0.5 # Value needed for final classification

26

27 def predict(self , x: np.ndarray) -> np.ndarray:

28 """

29 Based on the batch of inputs , gives a batch of predictions
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30

31 Args:

32 x - batch of inputs

33 """

34

35 z = self._hidden_layer(x)

36 return tf.matmul(self._alpha , tf.transpose(z))

37

38 def predict_binary(self , x: np.ndarray) -> np.ndarray:

39 """

40 Predicts the class of each x value in a form of bit

41

42 Args:

43 x - batch of inputs

44 """

45

46 prediction = self.predict(x)

47 return prediction > self._mean

48

49 def train(self , x: np.ndarray , y: np.ndarray , epochs: int = 5000,

↪→ batch_size: int = 1024) -> None:

50 """

51 Trains the model on given dataset (x, y) with the specified

↪→ number of epochs

52 and batch size.

53

54 Args:

55 x, y - array of R^2 coordinates and corresponding label

56 epochs - number of epochs to train with

57 batch_size - number of pairs for each gradient iteration step

58 """

59

60 for epoch in range(epochs):

61 for offset in range(0, len(x), batch_size):

62 # Getting the batch

63 xs, ys = x[offset: offset + batch_size], y[offset:
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↪→ offset + batch_size]

64

65 with tf.GradientTape () as tape:

66 # Forward pass: calculating the MSE loss

67 loss_value = tf.reduce_mean ((self.predict(xs) -

↪→ np.array ([ys]))**2)

68

69 # Use the gradient tape to automatically retrieve

70 # the gradients of the trainable variables with respect

↪→ to the loss.

71 grads = tape.gradient(loss_value , [self._alpha ,

↪→ *self._hidden_layer.trainable_variables ])

72 # Run one step of gradient descent by updating

73 # the value of the variables to minimize the loss.

74 self._optimizer.apply_gradients(zip(grads , [self._alpha ,

↪→ *self._hidden_layer.trainable_variables ]))

75

76 if (epoch + 1) % 100 == 0:

77 print(f’Finished epoch {epoch+1}, loss value:

↪→ {loss_value }...’)

78

79 print(’Training finished!’)

80 # Calculating the mean score for the whole dataset

81 # (needed further to predict the class in the binary form)

82 self._mean = np.mean(self.predict(x))

Далi, починаємо тренування:

1 # Initializing and training the model

2 HIDDEN_LAYER_SIZE = 6

3 model = CybenkoNetwork(hidden_layer_size=HIDDEN_LAYER_SIZE ,

↪→ learning_rate =0.05)

4 model.train(x, y, epochs =5000, batch_size =1024)

Далi, залишається лише вiдобразити неперервне передбачення мережi,

дискретне передбачення та передбачення промiжних значень:
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1 display_dataset_with_heatmap(x, y, model.predict ,

↪→ save_path=’classification -cont -prediction.pdf’)

2 display_dataset_with_heatmap(x, y, model.predict_binary ,

↪→ save_path=’classification -discr -prediction.pdf’)

3 for i in range(HIDDEN_LAYER_SIZE):

4 display_dataset_with_heatmap(x, y,

5 lambda x: np.array([ model._hidden_layer(x)[:,i]]),

6 save_path=f’layer -{i+1}- prediction.pdf’)

Нарештi, виводимо параметри моделi:

1 print(’Weights and biases:’, model._hidden_layer.trainable_variables)

2 print(’alpha weights:’, model._alpha)



Додаток Б

Програмний код модуля B-сплайнiв

В цьому додатку, ми наведемо програмний код для реалiзацiї модуля

B-сплайнiв на фреймворку PyTorch на мовi програмування Python.

1 from __future__ import annotations

2

3 import torch

4 import torch.nn as nn

5

6 import numpy as np

7

8 class BSpline(nn.Module):

9 """

10 Class for B-spline interpolation using PyTorch.

11 This class allows for the creation of B-spline curves with a

↪→ specified number of control points and degree.

12 The B-spline curve is defined by a set of control points and a

↪→ knot vector.

13 The B-spline basis functions are computed using the Cox -de Boor

↪→ recursion formula.

14 """

15

16 def __init__(

17 self ,

18 knots: int ,

19 degree: int = 3

20 ) -> None:

21 """

22 Initializes the B-spline object.

23 Args:

62
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24 knots (int): Number of control points.

25 degree (int): Degree of the B-spline. Default is 3

↪→ (cubic B-spline).

26 """

27

28 super(BSpline , self).__init__ ()

29

30 self.knots = knots

31 self.degree = degree

32

33 # Setting up the grid

34 grid = torch.linspace(-1, 1, knots) # Knot vector of length

↪→ knots + degree + 1

35 grid = BSpline.extend_grid(grid , k=degree) # Extend the grid

↪→ on either side by degree steps

36 self.register_buffer(’grid’, grid)

37

38 # Prepare trainable parameters

39 coeffs_num = knots + 2 * degree - 1

40 self.coeffs_num = coeffs_num

41 self.coeffs = nn.Parameter(torch.randn(coeffs_num)) #

↪→ Learnable coefficients

42

43

44 @staticmethod

45 def extend_grid(grid: np.ndarray , k: int) -> np.ndarray:

46 """

47 Extends the grid on either size by k steps

48

49 Args:

50 grid: number of splines x number of control points

51 k: spline order

52

53 Returns:

54 new_grid: number of splines x (number of control points

↪→ + 2 * k)
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55 """

56

57 n_intervals = len(grid) - 1

58 bucket_size = (grid[-1] - grid [0]) / n_intervals

59

60 for i in range(k):

61 grid = torch.cat([grid [:1] - bucket_size , grid])

62 grid = torch.cat([grid , grid [-1:] + bucket_size ])

63

64 return grid

65

66

67 def b_spline_basis(self , x: torch.Tensor) -> torch.Tensor:

68 """

69 Evaluates the B-spline basis functions at position x.

70 """

71

72 tensor_shape = x.shape

73 basis = torch.zeros((self.knots +2* self.degree -1,

↪→ self.degree+1, *tensor_shape), dtype=x.dtype ,

↪→ device=x.device)

74

75 for i in range(self.knots +2* self.degree -1):

76 basis[i, 0, :] = torch.where(

77 (x >= self.grid[i]) & (x < self.grid[i+1]),

78 torch.ones_like(x),

79 torch.zeros_like(x)

80 )

81

82 for d in range(1, self.degree +1):

83 for i in range(self.knots +2* self.degree -1-d):

84 b1 = (x - self.grid[i]) * basis[i, d-1] /

↪→ (self.grid[i+d] - self.grid[i])

85 b2 = (self.grid[i+d+1] - x) * basis[i+1, d-1] /

↪→ (self.grid[i+d+1] - self.grid[i+1])

86 basis[i, d, :] = b1 + b2
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87

88 return basis[:, self.degree , ...] # The last column

↪→ corresponds to the degree of the spline

89

90

91 def forward(self , x: torch.Tensor) -> torch.Tensor:

92 """

93 Computes the forward pass of the B-spline.

94 """

95

96 basis_values = self.b_spline_basis(x)

97 return basis_values.T @ self.coeffs



Додаток В
Програмний код конволюцiйного

шару Колмогорова-Арнольда
В цьому додатку, ми наведемо програмний код для реалiзацiї конво-

люцiйного шару Колмогорова-Арнольда на фреймворку PyTorch на мовi

програмування Python.

1 """

2 Implementation of the KANConv2d layer as described in my

3 Bachelor ’s thesis. This layer is a convolutional layer that

4 uses a spline -based approach to learn the convolutional

5 kernel weights. The layer is designed to work with 2D input

6 data , such as images.

7 """

8 from __future__ import annotations

9

10 from typing import Tuple , Union

11

12 import torch

13 import torch.nn as nn

14 import torch.nn.functional as F

15 import numpy as np

16

17

18 class KANConv2d(nn.Module):

19 """

20 Implementation of the KANConv2d layer as described in my

21 Bachelor ’s thesis. This layer is a convolutional layer that

22 uses a spline -based approach to learn the convolutional

23 kernel weights. The layer is designed to work with 2D input

24 data , such as images.

66
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25 """

26

27 def __init__(

28 self ,

29 in_channels: int ,

30 out_channels: int ,

31 kernel_size: Union[Tuple[int , int], int],

32 stride: int = 1,

33 padding: int = 1,

34 spline_points: int = 5,

35 spline_degree: int = 3,

36 spline_coefficients_variance: float = 0.1,

37 ) -> None:

38 """

39 - ‘in_channels ‘: Number of input channels

40 - ‘out_channels ‘: Number of output channels

41 - ‘kernel_size ‘: Size of the convolutional kernel (assumes

↪→ to be square if of type ‘int ‘)

42 - ‘stride ‘: Stride of the convolution

43 - ‘padding ‘: Padding added to all sides of the input

44 - ‘spline_points ‘: Number of points for the spline basis

↪→ functions

45 - ‘spline_coefficients_variance ‘: Variance of the spline

↪→ coefficients initialization

46 - ‘spline_degree ‘: Degree of the spline basis functions

47 """

48

49 super(KANConv2d , self).__init__ ()

50

51 if isinstance(kernel_size , int):

52 kernel_size = (kernel_size , kernel_size)

53 if isinstance(stride , int):

54 stride = (stride , stride)

55 if isinstance(padding , int):

56 padding = (padding , padding)

57



68

58 # Set the internal parameters

59 self.in_channels = in_channels

60 self.out_channels = out_channels

61 self.kernel_size = kernel_size

62 self.stride = stride

63 self.padding = padding

64 self.knots = spline_points

65 self.degree = spline_degree

66

67 # Learnable weights for beta(x) and spine basis functions

68 self.beta_weights = nn.Parameter(torch.randn(out_channels ,

↪→ in_channels , kernel_size [0], kernel_size [1]))

69 self.spline_weights = nn.Parameter(torch.randn(out_channels ,

↪→ in_channels , kernel_size [0], kernel_size [1]))

70

71 # Setting up the grid

72 grid = torch.linspace(-1, 1, self.knots) # Knot vector of

↪→ length knots + degree + 1

73 grid = KANConv2d.extend_grid(grid , d=self.degree) # Extend

↪→ the grid on either side by degree steps

74 self.register_buffer(’grid’, grid)

75

76 # Prepare trainable parameters

77 spline_coefficients = self.knots + 2 * self.degree - 1 #

↪→ Number of coefficients for the spline representation

78 self.spline_coefficients = spline_coefficients

79 # Initialize the spline coefficients according to the normal

↪→ distribution

80 # with the specified variance

81 std = np.sqrt(spline_coefficients_variance)

82 self.coeffs = nn.Parameter(std *

↪→ torch.randn(spline_coefficients , out_channels ,

↪→ in_channels , kernel_size [0], kernel_size [1])) #

↪→ Learnable coefficients

83

84
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85 @staticmethod

86 def extend_grid(grid: np.ndarray , d: int) -> np.ndarray:

87 """

88 Extends the grid on either size by d steps

89

90 Args:

91 grid: number of splines x number of control points

92 d: spline order

93

94 Returns:

95 new_grid: number of splines x (number of control points

↪→ + 2*d)

96 """

97

98 n_intervals = len(grid) - 1

99 bucket_size = (grid[-1] - grid [0]) / n_intervals

100

101 for _ in range(d):

102 grid = torch.cat([grid [:1] - bucket_size , grid])

103 grid = torch.cat([grid , grid [-1:] + bucket_size ])

104

105 return grid

106

107

108 def b_spline_basis(self , x: torch.Tensor) -> torch.Tensor:

109 """

110 Evaluates the B-spline basis functions at position x.

111 """

112

113 tensor_shape = x.shape

114

115 # Using x.device for basis , assuming grid will be used

↪→ accordingly or is on the same device

116 basis = torch.zeros((self.knots +2* self.degree -1,

↪→ self.degree+1, *tensor_shape), dtype=x.dtype ,

↪→ device=x.device)
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117

118 # Ensure grid is on the same device as x for operations

↪→ involving both

119 grid_local = self.grid.to(x.device)

120

121 for i in range(self.spline_coefficients):

122 # Ensure operations are between tensors on the same

↪→ device

123 condition = (x >= grid_local[i]) & (x < grid_local[i+1])

124 basis[i, 0, ...] = torch.where(

125 condition ,

126 torch.ones_like(x),

127 torch.zeros_like(x)

128 )

129

130 for d in range(1, self.degree +1):

131 for i in range(self.spline_coefficients -d):

132 # Clone the slices of ‘basis ‘ from the previous

↪→ degree (d-1) before using them.

133 # This prevents the inplace modification of ‘basis ‘

↪→ (via .copy_ below)

134 # from affecting the versions of these tensors

↪→ needed by autograd.

135 basis_i_prev_d = basis[i, d-1, ...]. clone()

136 basis_i_plus_1_prev_d = basis[i+1, d-1, ...]. clone ()

137

138 # Denominators

139 den1 = grid_local[i+d] - grid_local[i]

140 den2 = grid_local[i+d+1] - grid_local[i+1]

141

142 # Calculate b1

143 # Note: Original code divides directly. If den1 can

↪→ be zero , this can lead to inf/nan.

144 # This fix focuses on the autograd error , not

↪→ numerical stability of division by zero.

145 if den1 == 0: # Avoid division by zero; result of
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↪→ this term is effectively 0 if numerator is

↪→ finite.

146 # Or handle as per specific B-spline

↪→ convention for coincident knots.

147 # For now , if den1 is 0, b1 will be 0

↪→ assuming basis_i_prev_d is not

↪→ inf/nan.

148 b1 = torch.zeros_like(x)

149 else:

150 b1 = (x - grid_local[i]) * basis_i_prev_d / den1

151

152 # Calculate b2

153 if den2 == 0: # Similar handling for den2

154 b2 = torch.zeros_like(x)

155 else:

156 b2 = (grid_local[i+d+1] - x) *

↪→ basis_i_plus_1_prev_d / den2

157

158 # The inplace copy operation was the source of the

↪→ autograd error.

159 # By using cloned inputs for b1 and b2, the original

↪→ ‘basis ‘ tensor ’s

160 # versions are not an issue for *their* gradient

↪→ computation.

161 basis[i, d, ...]. copy_(b1 + b2)

162

163 return basis[:, self.degree , ...]

164

165 def forward(self , x: torch.Tensor) -> torch.Tensor:

166 """

167 Computes the forward pass of the KANConv2d layer.

168 """

169

170 # First , figure out the input/output dimensions

171 batch_size , _, height , width = x.shape

172 x = F.pad(x,



72

173 (self.padding [1],

174 self.padding [1],

175 self.padding [0],

176 self.padding [0]))

177 out_height = (height + 2 * self.padding [0] -

↪→ self.kernel_size [0]) // self.stride [0] + 1

178 out_width = (width + 2 * self.padding [1] -

↪→ self.kernel_size [1]) // self.stride [1] + 1

179 output = torch.zeros(

180 batch_size ,

181 self.out_channels ,

182 out_height ,

183 out_width ,

184 device=x.device

185 )

186

187 for i in range(out_height):

188 for j in range(out_width):

189 patch = x[:, :,

190 i*self.stride [0]:i*self.stride [0]+ self.kernel_size [0],

191 j*self.stride [1]:j*self.stride [1]+ self.kernel_size [1]]

192

193 # Evaluate the beta function with weights

194 beta = F.silu(patch)

195 beta = beta.unsqueeze (1).repeat(1,

↪→ self.out_channels , 1, 1, 1)

196 beta_weights =

↪→ self.beta_weights.unsqueeze (0).repeat(batch_size ,

↪→ 1, 1, 1, 1)

197 beta = beta_weights * beta

198 beta = beta.permute(1, 0, 2, 3, 4)

199

200 # Evaluate the B-spline basis functions

201 basis_values = self.b_spline_basis(patch)

202

203 # Extend all the shapes to be compatible
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204 coeffs = self.coeffs.unsqueeze (2).repeat(1, 1,

↪→ batch_size , 1, 1, 1)

205 basis_values = basis_values.unsqueeze (1).repeat(1,

↪→ self.out_channels , 1, 1, 1, 1)

206

207 # Compute the linear combination of the basis

↪→ functions

208 splines = torch.sum(coeffs*basis_values , dim=0) #

↪→ [batch_size , out_channels , in_channels ,

↪→ kernel_size [0], kernel_size [1]]

209 spline_weights =

↪→ self.spline_weights.unsqueeze (1).repeat(1,

↪→ batch_size , 1, 1, 1)

210 splines = spline_weights * splines

211

212 # Find sum of the splines and beta values

213 activations = splines + beta

214

215 # Finally , compute the output part of the convolution

216 result = torch.sum(activations , dim=(2, 3, 4)) #

↪→ [batch_size , out_channels , in_channels ,

↪→ kernel_size [0], kernel_size [1]]

217 result = result.permute(1, 0)

218 output[:, :, i, j] = result

219

220 return output
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